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1. Introducéo

Programacao linear — PL € uma ferramenta da Pesquisa Operacional - PO aplicada a
solucdo de problemas que objetivam a otimizacdo de um sistema em estudo. A otimizacéo
refere: (i) a maximizacdo de paramentros, tais como: lucro, vendas, uso efetivo de uma area,
nivel de producédo e uso de um determinado recurso; ou (ii) a minimizacdo de parametros,
tais como: custos de producédo, uso de um determinado recurso de alto valor monetéario e
emprego de mao-de-obra.

Os modelos de PL s&o implementados por meio da elaboragcéo de sistemas lineares
constituidos de: (i) um conjunto de equacdes e inequag¢des que descrevem as restricdes do
sistema real em estudo; e (2) uma equacéo para descrever a funcdo objetivo que expressa o
paramento a ser maximizado ou minimizado, conforme supra citado.

Para a definicdo e o perfeito entendimento dos componentes de um modelo de PL é

apresentado abaixo a solucdo de um problema.

2. Estrutura dos modelos de PL

Exemplo:

A WPK (Wood Play Kids) fabrica dois tipos de brinquedos de madeira: soldados e
trens. Os soldados séo vendidos a R$ 27,00 e utilizam R$ 10,00 de matéria prima. Cada
soldado fabricado e vendido tem custos administrativos de R$14,00.

Os trens sao vendidos a R$ 21,00 e utilizam R$ 9,00 de matéria prima. E para cada
trem fabricado e vendido implica em custos administrativos de R$10,00.

A fabricagéo dos brinquedos requer dois tipos de profissionais: carpinteiro e acabador.
Cada soldado de brinquedo requer 1 hora de carpinteiro e 2 h de acabador, os de trem 1 hora
de cada.

A cada semana a WPK tem disponivel matéria prima para ocupar 100 horas de
acabador e 80 horas de carpinteiro.

A demanda pelos trens é ilimitada, enquanto para os soldados no maximo 40
unidades por semana.

O desejo dos administradores da WPK é maximizar o lucro semanal (vendas —

despesas). Deste modo, formule um modelo de PL para maximizar os lucros.

Prof. Luis César da Silva - www.agais.com




UFES — Universidade Federal do Espirito Santo 2
Departamento de Engenharia Rural
Boletim Técnico: MS: 01/06 em 02/01/2006

Para facilitar a implementacdo de modelos de PL é interessante criar uma tabela
contendo as principais informacfes do sistema real em estudo. Isto facilita a implementacao
do modelo. Para o caso em estudo € apresenta da Tabela 1 que trads informacdes que

caracterizam os processos de producéo e comercializacdo da WPK.

Tabela 1 — Resumo da caracterizacéo dos processos de producado e comercializacdo da WPK

Quesitos Brinquedo: Soldado Brinquedo: Trem
Valor de Venda R$ 27,00/ud R$ 21,00/ud
Custo de Matéria Prima R$ 10,00/ud R$ 9,00/ud
Custos Administrativos R$ 14,00/ud R$ 10,00/ud
Demanda de Horas de Carpinteiro 1 h/ud 1 h/ud
Demanda de Horas de Acabador 2 h/ud 1 h/ud
Limite de comercializacdo Maximo Sem restricao

40 ud/semana

O procedimento apresentado acima em modelagem € definido como formulacédo do
problema. Esta tarefa é facil de ser conduzida quando a empresa segue as boas praticas
gerencias. Assim, é reduzido o tempo de confeccdo de tabelas semelhantes a Tabela 1,
como também, trds maior confiabilidade na aplicacdo das ferramentas de pesquisa

operacional, visto o maior grau de veracidade das informacdes a serem utilizadas.

a) Variaveis de deciséo:

Conforme o enunciado do exemplo apresentado a solugdo deve indicar aos
administradores da WPK o plano de producédo no que ser refere ao numero de unidades dos
brinquedos soldados e trens devem ser fabricados por semana. Isto € indicativo que duas
variaveis de decisdo devam ser criadas:

USF = Unidades de soldados a fabricar; e
UTF = Unidades de trens a fabricar.

b) Funcao obijetivo:

Em modelos de PL, o tomador de decisdo sempre ird desejar maximizar, usualmente
vendas e lucros, ou minimizar, geralmente custos e mao-de-obra. Para tanto, em funcao das
variaveis de decisdo, o analista de PL deverd estruturar uma equacéo de primeiro grau que
descreva o parametro, o qual € desejado maximizar ou minimizar. Esta equacdo €
denominada Funcdo Objetivo e, geralmente, € identificada pela letra z. Para WPK o

desejado € maximizar o lucro semanal que pode ser descrito como:

Prof. Luis César da Silva - www.agais.com




UFES — Universidade Federal do Espirito Santo 3
Departamento de Engenharia Rural
Boletim Técnico: MS: 01/06 em 02/01/2006

Vendas Semanais — custos semanais de aquisicdo de matéria prima — custos semanais

administrativos.

As vendas e 0s custos semanais da WPK podem ser expressos e termos das

variaveis de decisao USF e UTF.

Vendas Semanais = Venda Semanal de Soldados + Venda Semanal de Trens

Vendas Semanais = 27 USF + 21 UTF (Eq. 01)

Do mesmo modo:

Custos Semanais de Aquisi¢do de Matéria Prima = 10 USF + 9 UTF (Eqg. 02)
Custos Semanais Administrativos =14 USF + 10 UTF (Eq. 03)

Sendo assim, a funcdo objetivo z pode ser descrita pela composicdo das equagdes
01, 02, e 03:

Maximizar z = 27 USF + 21 UTF — (10 USF + 9 UTF) - (14 USF + 10 UTF) (Eq. 04)

Simplificado a equacao 04:

Maximizar z = 3 USF + 2 UTF (Eg. 06)

¢) Restricdes:

Se as variaveis USF e UTF tiverem os seus valores aumentados indefinidamente, a
funcao objetivo da WPK tera o seu valor aumentado infinitamente. No entanto, 0 aumento dos
valores das variaveis de decisdo € limitado pelas restricdes de recursos ou por imposicdes do

mercado. Para o problema apresentado existem trés restri¢cdes:

Restricdo 1: a disponibilidade méaxima de 100 horas/semanais de acabador;
Restricdo 2: a disponibilidade maxima de 80 horas/semanais de carpinteiro; e
Restricdo 3: a limitagdo de compra do mercado em no méaximo 40 unidades/semanais do

brinquedo soldados.

Deste modo, as inequag¢des que caracterizam as restricdes sao:
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Primeira ) 2USF + 1UTF < 100 ! Horas Semanais de Acabador
Segunda) 1USF + 1UTF < 80 ! Horas Semanais de Carpinteiro

Terceira ) 1USF < 40 ! Numero Maximo de Unidades de Soldados

Os coeficientes das equaclBes e inequacbes que descrevem as restricdes sao
normalmente denominados coeficientes tecnoldgicos. Isto porque eles refletem a
complexidade tecnologia para producéo de um determinado bem. O nimero colocado do lado
direito das equagdes e ou inequacao (right-hand side ou rhs) geralmente correspondem a

disponibilidade de recursos. O que é o caso das restricdes 1 e 2.

- Restricdes de Sinais:

Na complementacdo do modelo de PL é necessério definir se as variaveis de decisédo
podem assumir valores positivos, negativos ou zero. Se as variaveis podem assumir qualquer
valor sdo denominadas sem restricdo de sinal (unrestricted in sign - urs). No caso da WPK
€ evidente que os possiveis valores de USF e UTF devem ser maior ou igual a zero, ou seja,
ndo negativos. Os caso de valores negativos para variaveis de decisdo sdo aceitos, por

exemplo, em modelos econdémicos que envolvem fluxo de caixa.

e) Definicdo do Modelo:
O modelo estruturado com o objetivo maximizar o lucro semanal da WPK apresenta a

seguinte configuracao:

Max 3USF + 2UTF I Funcéo Obijetivo

Sujeito a:
2USF + UTF < 100 ! Restricdo Horas Acabador
USF +UTF < 80 ! Restricdo Horas Carpinteiro

USF < 40 ! Restricdo de Vendas
USF = 0 [!Restricdo de Sinal
UTF = I Restricdo de Sinal

3. Solucédo Grafica do Modelo

Qualquer problema de PL com duas variaveis pode ser resolvido graficamente. Neste
caso, cada uma das variaveis de decisédo, exemplo x; e x,, correspondem a um dos eixos no

plano cartesiano. Assim por exemplo, ao ser definida a inequacao:
2%, +3X, 26 (Eq. 07)
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Se x, for expresso em funcao de x, ter-se-a:

X, =2 —%xl (Eq.08)

Na Figura 1 é representada a Equacdo 8, sendo demonstrado: (i) a regido de
aceitacdo da inequacédo Eg. 07 que corresponde aos pontos localizados sobre e acima da
reta; e (iii) a rejeicdo da inequagao que refere aos pontos abaixo da reta. Como a inequacgéo
envolve igualdade faz com que os pontos sobre a reta sejam inclusos na Regido de

Aceitacao.

Regido que satisfaz
2Xx1+3x2>=6

Regido que satisfaz
2x1+3x2 <=6 1T

N__
i
e
N

w.

IN

24

Figura 7 — Representacao grafica de uma inequacao.

Para ilustrar a solucdo grafica de modelos de Programacdo Linear é

considerado o modelo da WPK, sendo as restricbes enumeradas conforme destacado abaixo:

Restri¢cdes:
2USF + UTF < 100 (2. Restricdo Horas Acabador)
USF +UTF < 80 (3. Restricdo Horas Carpinteiro)
USF < 40 (4. Restricdo de Vendas)
USF = (5. Restricéo de Sinal)

UTF = 0 (6. Restricdo de Sinal)

Na Figura 8 sao representados os seguimentos de retas para cada uma das
restricdes. Os pontos (USF;, UTF;) pertencentes a regido de solucdes viaveis atendem a
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todas as restricbes. Observando as restricdes de nimero 5 e 6 pode ser afirmado que as
solucBes pertencem ao primeiro quadrante. Isto é indicado pelas pequenas setas apontando

para a direita do eixo UTF e acima do eixo USF.

UTF

60 «| Funcao Objetivo

z=120
50

Fungao Objetivo

Regido de
solugBes
viaveis

H

Figura 8 — Representacdo grafica para o problema da WKP.

De modo semelhante, para a restricdo 2, é tido que todos os pontos abaixo do
segmento AB atendem a inequacdo. O mesmo ocorre para a restricdo 3, para o segmento de

[N

reta CD. Para a restricdo 4 os pontos devem estar & esquerda da reta 4. Desde modo,

D

estabelecida a regido em que todas as restricbes sdo atendidas, o que na Figura 8
representado pelo poligono DGFEH.

Determinada a regido de solugbes viaveis deve ser procurado o ponto que define o
maximo valor para funcao objetivo: z = 3USF + 2UTF. Para tanto € necessario determinar uma
linha em que todos os valores de z seja iguais. Nos problemas de maximizacéo esta linha é
chamada de iso-lucro (isoprofit line), nos de minimizagdo iso-custo (isocost line). Para tracar
a linha de iso-lucro deve ser escolhido qualquer ponto na regido de solucdes viaveis, por
exemplo (20, 30). Para este caso z sera igual a R$120,00. Ou seja, todos os pontos sobre

esta linha proporcionam o lucro de R$120,00.
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A partir da linha iso-lucro z = 120 devem ser tracadas linhas paralelas até que seja
encontrada a que proporciona maior valor de z. Para o exemplo apresentado o maior valor de
z é 180, isto para o ponto (20, 60). Deste modo a WPK deve fabricar semanalmente 20

soldados e 60 trens, situacdo que proporcionara um lucro semanal de R$ 180,00.

4. Solugcdo Modelo Por Meio de Softwares

Existem no mercado varios pacotes dedicados a solucdo de modelos de PL. Dentre

esses um dos mais difundidos é o LINDO™ (Linear Interactive and Discrete Optmizer)

comercializado pela Lindo System, Inc. (http://www.lindo.com). O software pode ser aplicado

a problemas com até 50 mil restricbes e 200 mil varidveis. Vide a Tabela 2 o formato do

modelo no ambiente LINDO e a direta a solucéo.

Tabela 2 — Forma de apresentacédo do modelo da WPK no ambiente do software LINDO

Modelo no Ambiente do LINDO Resultado
! Modelo Aplicado a WPK — Wood Play Kids OBJECTIVE FUNCTION VALUE
!
! Variaveis 1) 180.0000

! USF = unidade de soldados fabricados
! USF = unidade de trens fabricados VARIABLE VALUE REDUCED COST
USF 20.000000 0.000000
Max 3USF + 2UTF UTF 60.000000 0.000000

st

Acab) 2USF + UTF <= 100

Carp) USF+UTF<= 80 ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

Sold) USF <= 40 ACAB) 0.000000 1.000000
CARP) 0.000000 1.000000

End SOLD) 20.000000 0.000000

Conforme os resultados apresentados na Tabela 2, o maximo valor possivel para
funcao objetivo é R$ 180,00, o que corresponde ao lucro semanal da empresa. Para tanto,
devem ser fabricadas 20 unidades do brinquedo soldado e 60 do brinquedo trem.

Em resultados é também apresentado um relatério para cada uma das linhas (ROW)
gue referem as restricbes. Assim, por exemplo, para as restricbes horas acabador e horas
carpinteiro ndo ocorrem nem sobras ou falta, uma vez que a coluna SLACK OR SURPLUS
(Déficit ou Superavit) apresentaram valor igual a zero. No entanto a restricdo de vendas

associada a brinquedo soldado apresentou um déficit igual a 20. Isto significa que para a
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solugdo otima, o numero de unidades do brinquedo soldado a fabricar ficou 20 unidades

abaixo do limite estipulado em 40.

5. Ponderacfes Finais

Os modelos de Programacéo Linear — PL constituem em um ferramental estratégico e
indispensavel para o planejamento e gerenciamento de sistemas nas diversas areas de
conhecimento. As varidveis envolvidas devem ser deterministica, ou seja, ndo apresentam
alternancia de valores associados a um nivel de probabilidade, 0 que caracteriza as variaveis
aleatorias.

Mesmo apresentado essa restricdo, os modelos de PL tem sido eficientemente
aplicados na solucédo de problemas associados a situacgdes, tais como: (i) elaboracdo de
planos de dietas para humanos e animais; (ii) definicho de escalas de trabalho; (iii)
formulacdo de misturas aplicadas a diversos campos de conhecimento, exemplos:
formulac6es de adubos, concreto, combustiveis, lubrificantes e cosméticos; (iv) definicdo de
planos de produgédo em fabricas; (v) selecdo de rotas de transporte; e (vi) estruturagdo de

planos de investimento e desenvolvimento.
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